Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y funcioén potencial

2. Calcula 7’(t) y sunorma [’(t)] = \x’? + y’2 + z’2. En un segmento es la longitud
|B— Al; en una circunferencia de radio R, es R.

3. Sustituye x(), y(¢), z(t) en f.
b
4, IntegraJ fE®) 7 (@) dt.

3.3.2 Trabajo parametrizando la curva

1. Escribe 7(t) y encuentra los valores de t que corresponden a A y a B sustituyendo sus
coordenadas. Por ejemplo, en (3 cost, sent) el punto (3,0) corresponde at = 0y el
(0,Dat= g

. Deriva cada componente: 7’ (t).

. Sustituye la curva en el campo: F #1)).

1R W DN

. Integra de t4 a tg. Sila curva tiene varios tramos, suma las integrales.

3.3.3 (Es conservativo? El rotacional

1. Identifica P, Q y R.
2. Calcula aparte las seis derivadas cruzadas:

y z
P — P, P
Q Qx - Qz
R R, R, —

3. Compara las tres parejas: Ry, con Q,, R, con P,, Q, con Py,

4. Escribe el rotacional con el patrén de signos + — +: VxF = (Ry—Qz, —(R—P)), Qx—Py).

5. Si las tres parejas son iguales, V x F=0:el campo es conservativo (en R? o en una
regioén simplemente conexa) y la integral es independiente de la trayectoria. Sigue con
3.3.4.

6. Si alguna pareja es distinta, el campo no es conservativo: sigue con 3.3.2.

3.3.4 Funcién potencial y trabajo

Integra P respecto a x, con y y z como constantes: ¢ = [ Pdx + g(y, 2).
Deriva ese ¢ respecto a y, iguala a Q' y despeja g;,.

Integra g, respecto a y: g = -+ + h(2). Actualiza ¢.

Deriva respecto a z, iguala a R, despeja h’(z) e integra.

Comprueba que ¢, =P, ¢, =Qy ¢, =R

Calcula W = ¢(B) — ¢(A): final menos inicial.

SN

Es el mismo método que el de las ecuaciones diferenciales exactas, con una variable mas.

3.3.5 Constantes para que el campo sea conservativo y solenoidal

1. Calcula el rotacional dejando las constantes como letras (3.3.3).
2. Cada componente del rotacional igualada a cero es una ecuacion.
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. Haz el producto punto FF@®)-7'(t) y simplifica; casi siempre aparece sen’t +cos®t = 1.
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Resultado: dr = 0, dy = 2j y k = 2. Ent = 1 la particula no acelera ni frena: solo gira,
como en una circunferencia de radio %

Ejercicio 2A.5.2 - Funciones hiperboélicas

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-2, problema 2.

La posicién de una particula esta dada por 7(t) = coshti+senht j+k, donde t es el tiempo.
Obtenga en el instante ¢t = 0:

= a) unas ecuaciones cartesianas de la curva;

= b) los vectores aceleracion normal y aceleracion tangencial;

= ¢) la curvatura y la torsion.

Resolucion.

1. a) Como cosh?t — senh?t = 1: x% — y? =1,z =1, enlarama x > 0 porque cosht > 1.
7’ = (senht, cosht, 0) = (0,1,0); 7” = (cosht, senht, 0) = (1,0,0); 7" = (0,1,0).
.b)l=1yv-a=0,asiquedr=0yay=a=1.

. vxa=1(0,1,0)x(1,0,0) = (0,0,—1), con norma 1.

1 (0,0,-1)-(0,1,0)
c)lc:leyfz—l2 =0

G e

Resultado: x> — 2 = 1,z =1 (x > 0); dy = i, dr = O:k =1 y 7 = 0. La torsiéon nula
confirma que la curva es plana: esta en el plano z = 1.

Ejercicio 2A.5.3 - Triedro, curvatura, torsiéon y plano osculador

Adaptado de: 2° extraordinario 2018-1, tipo A, problema 3.

SealacurvaC : F(t) = 2senti+3costj+6 k. Determine, para el punto P(0,-3,6):
= a) los vectores T, N y B:

= b) la curvatura y la torsion;

= ¢) la ecuacioén cartesiana del plano osculador.

Resolucion.

1. 3cost = =3 = t; = w. Comprobacién: 2sen = 0.
2. 7’ = (2cost, —3sent, 0) = (=2,0,0); 7" = (—=2sent, —3cost, 0) = (0,3,0); 7" =

(=2cost, 3sent, 0) = (2,0,0).
3. 7' x7” =(-2,0,0) % (0,3,0) = (0,0,—6), con norma 6; [F’| = 2.
4. a)T =(~1,0,0), B=(0,0,-1) y N = Bx T = (0,1,0).

6 3 (0,0,-6)-(2,0,0)
5. p)k===-yr=—-"--—1"—"-——""-=0.
K=Y 36

6. ¢) Normal (0, 0,—6) por P: —6(z — 6) = 0.
Resultado: T = —i, N = 7 B= —I;; K= %, 7 = 0; plano osculador z = 6 (la elipse esta en
ese plano).

Ejercicio 2A.5.4 - Torsion negativa

Adaptado de: ler final 2017-1, tipo A, problema 2.

Una particula se desplaza a lo largo de la curva 7(t) = 2¢' i + costj + (2 + 3) k, donde ¢ es
el tiempo. Calcule, para el punto P(2,1,3):
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Rotacional y divergencia. Para F=(p, O,R):

ik
VxF = Oy ay [ :(Ry_Qz: _(Rx_Pz)’ Qx_Py)’ V‘F:Px+Qy+RZ
Q

P

=

» Fesirrotacional si V x F = 0.
= FessolenoidalsiV- F = 0. R
*» Enel plano, con F = (P, Q), solo queda la componente k: O, — P,..

Campo conservativo y funcion potencial. F es conservativo si existe una funcion
escalar ¢, llamada funcién potencial, tal que Vo = F, es decir, o, = P, o), = Q, ¢, = R.
En una region simplemente conexa (sin «agujeros», como todo R®) son equivalentes:

Afirmacién Significado
VxF=0 el campo es irrotacional
F=Vp existe funcion potencial

Pdx+Qdy+ Rdz=dg

Je F - dF solo depende de Ay B
$¢ F - dF = 0 para toda curva
cerrada

la expresion diferencial es una diferencial exacta
la integral es independiente de la trayectoria
el trabajo en un circuito es nulo

Teorema fundamental de las integrales de linea. Si F= Ve, entonces

j F-di = o(B) - o(A)
C

para cualquier curva de A a B: no hace falta parametrizar. El fisico llama energia potencial
a —¢; la cuenta es la misma.

Integrales de linea en coordenadas curvilineas ortogonales. Con factores de escala
hl s hz, h3l

d? = hl d‘]l él + h2 qu é2 + h3 dq3 é3, ﬁ . d? = Flhl d‘h + thz qu + F3h3 dq3

Sistema Coordenadas Factores de F.dr
escala
Polares (r,0) 1, r) F.dr + Fyrdo
Cilindricas  (r,0,z) 1, r 1) F.dr+ Fyrd0 + F,dz
Esféricas (p.0,9),  medido desde (1, pseng, p) F,dp+ Fypsenddf +
el eje z Fypdg

En estos sistemas el campo es conservativo si la expresion de la tltima columna es una

2]
diferencial exacta: a—(p = h;F,.
1
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4. ¢’ x¢” =(1,0,1)x(0,2,0)=(0-0—-1-2, =[1-0—1-0], 1-2—0) = (-2,0,2).
I = l B = l —_ N = B I =
5. T= ﬁ(l,O,l),B ﬁ( 1,0,1)}’{\] BxT =(0,1,0). )
6. Planos por (0,0, 0): osculador (L B) —x + z = 0; normal (L T) x + z = 0; rectificante
(LN)y=o.
Resultado: T =

y = 0. El enunciado original llama «tangente» al plano normal.

(1,0,1)

R N = 7 B= @; osculador z = x, normal x + z = 0, rectificante

Ejercicio 2A.5.7 - Recta parametrizada por longitud de arco

Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 2.

Dadala curva 7(t) = (1 +2t, 5— 3¢, 2 + 4t):

= a) parametrice la curva con respecto a la longitud de arco, 7(s);
s b) calcule el vector tangente unitario utilizando 7(s);
= ) obtenga el valor de la curvatura.

Resolucion.

1. 7 =(2,-3,4) y [F’| = V& + 9+ 16 = /29, constante.
t

2. SZJ V29du =29t =t = =,
0 V29

L2 . 3s 2+£)
J2o© T 290 29/
4. b) Con s como parémetro,f"z ﬂ = L

ds 29

3. a)F(s) = (l
(2,—-3,4), que ya es unitario.

5. c)d—T :6,asique1c:0.
ds

(2,-34)
B

Resultado: #(s) como arriba, T = k = 0: la curva es una recta.

Ejercicio 2A.5.8 - Curva dada como intersecciéon

Adaptado de: 3er extraordinario 2024-1, problema 3 (repetido en el 2° final 2024-1, tipo A).

SealacurvaC : x = z, x2 + y? = 4. Determine la curvatura en un punto P de C en el

que el vector tangente unitario sea paralelo al vector v = i + k.

Resolucion.

1. Parametriza: 7(t) = (2cost, 2sent, 2cost).

2. ¥/ =(—2sent, 2cost, —2sent). Para que sea paralelo a (1,0, 1), la componente y debe
anularse: cost = 0, asi que t = % ot= 37” es decir, P = (0, +2,0).

3. Ent = g: 7’ =(-2,0,—-2)y7#” = (—2cost, —2sent, —2cost) = (0,—-2,0).

4.7 x7” = ((0)(0) = (=2)(=2), ~[(=2)(0) = (=2)(0)], (=2)(=2) =~ 0) = (~4,0,4), con
norma 4+2.

W2 1

5. 7| =2v2,asique PP = 16y2yk = —= = =,
l6v2 4

6. Ent = 37” se obtiene el mismo valor.

Resultado: en P(0,2,0) y en P(0,—2,0), k = i La curva es una elipse en el plano x = z.
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» Cilindricas h = (1,7,1), |J| = r - esféricas h = (1, psen ¢, p), |J| = p?sen ¢. — Resolucién en el Apéndice E, p. 91.
w aq,=d-é,-F =F.cosf+ Fy sen0, Fy = —F, senf + F), cos 6.

1 0f &
- szzhaf;
> hyhyhy, 2 1 hyhyhy,
£V = i Rou(Mn) -V = g Sou(Mgas)

hueu hyé,  hye,

Ejercicio propuesto 2A.6.2

Adaptado de: 1er final 2024-2, problema 2.

SealacurvaC : 7(t) = e i+cos2tj+4 k. Determine la curvatura en el punto P(e?", 1, 4).

- e — 4
» VxF= ﬁ det| 9, oy dy |, con (u, v, w) dextrogiro (esféricas: (p, ¢, 0)). Resultado: x = ™.
e h,F, h,E, h,F, — Resolucién en el Apéndice E, p. 91.
= Solenoidal: V- F = 0 - irrotacional: V x F = 0 - arménica: V2f=0. L.
a b Ejercicio propuesto 2A.6.3
" d = ad —be. Adaptado de: 2° final 2025-1, tipo A, problema 2.

Sea la curva A(t) = (1 - J8 cos t)i + (l — J8cos t)j + 4sentk. Determine en el punto

2B.9 Procedimiento recomendado en el examen LN .
P(1,1,4): a) el vector tangente unitario; b) la curvatura y el radio de curvatura; c) la

1. Escribe arriba «forma directa» o «forma inversa», segiin lo que se haya dado. ecuacion cartesiana del plano osculador.

2. Deriva y arma los dos o tres vectores (o gradientes). (110,

3. Productos punto: «el sistema es (0 no es) ortogonal», con la frase completa. Resultado: T = R kT o 1, p = 4; plano osculador x — y = 0.
4. h con raiz (y «uno entre» en la forma inversa ortogonal), luego é. —> Resolucién en el Apéndice E, p. 92.

5. Determinante, inversion si hace falta y comprobacion |J| = h,h,,.

6. Para un operador: los h, la formula general escrita y después la sustitucion. Ejercicio propuesto 2A.6.4

7. Resultado exacto y recuadrado. Adaptado de: 2° final 2025-2, tipo A, problema 2.

Si no se encuentra el camino, escribe qué forma se dio, los vectores derivados, el producto
punto planteado, i con niimeros y la matriz del jacobiano, aunque el determinante quede
sin terminar. El planteamiento correcto también cuenta.

Seala curva 7(t) = costi+sentj+ (cost+sent+1) k. Determine, para el punto P(1,0,2):
a) los vectores T, N y B; b) una ecuacion cartesiana del plano normal.

(0L & (=211 & (=1,-11),
Resultado: T = " ,N = N ,B= =

— Resolucién en el Apéndice E, p. 92.

; plano normal y +z = 2.

Ejercicio propuesto 2A.6.5

Adaptado de: ler final 2025-2, tipo A, problema 2.

Sea la curva 7(s) = 3sen——1 + —] + 3 cos \/: k, donde s es la longitud de arco.
10

Jio V10

Determine para el punto A(0,0,3): a) los vectores T, N y B; b) la curvatura y la torsion.

(3,1,0) (=13,0), 3 . _ 1
Resultado: T = o N— kB o K= 15T = 15

— Resolucion en el Apéndice E, p. 92.

Ejercicio propuesto 2A.6.6

Adaptado de: 1er final 2024-1, tipo A, problema 2.

Al despegar, un avién se desplaza a lo largo de la trayectoria 7(t) = (4 — 3t2)i + 5 + 4% k.

Determine la posicién del avidn en el instante en que ha recorrido 40 unidades de longitud
desde el punto A(1,5,4).

Resultado: (—23, 5, 36), que corresponde at = 3.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 92.
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. T e PV o TINS A A S SR €5
Resultado.noesortogonal,]—4,x— Y = 4,hu—hv— Tl = G
PR CAY)

AN

— Resolucién en el Apéndice E, p. 93.

Ejercicio propuesto 2B.6.2

Adaptado de: 1er final 2024-2, problema 3.

Sea el sistemau = x —4y +z,v = x —z, w = 2x + y + 2z. a) Determine si es ortogonal. b)

Obtenga é,, é,, é,,. c) Transforme el vector i = 2i + j + 2k a la base {é,,é,,é,}.

141 5 _ (10-1 4 212 = 5
e ,ey = 7 ey = TR U= 3e,.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 94.

Resultado: ortogonal; ¢, =

Ejercicio propuesto 2B.6.3
Adaptado de: 2° final 2024-2, tipo A, problema 3.

Sea la transformacién x = % y = £ y sea la funcion f(u,v) = V2u*v. Calcule el

gradiente de f.
Resultado: h, = h, = Vf =8udv3é, + 6utv? e

—> Resolucién en el Apendlce E, p. 94.

Ejercicio propuesto 2B.6.4

Adaptado de: ler extraordinario 2018-1, tipo A, problema 3.

Calcule la divergencia del campo F(x, y,2) = (x* + y?)(xi + y]) + zk en coordenadas
cilindricas (p, 0, z).

Resultado: F, = P, Fpg=0,F, =z V-F= 4p® + 1.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 94.

Ejercicio propuesto 2B.6.5

Adaptado de: ler extraordinario 2025-2, problema 3.

Sea la transformacion x = ucos6, y = vsenf, z = 4% +v2. Determine: a) el vector base ép;

b) el factor de escala h,; c) el jacobiano J ( iz ; )

Jsen?6 + 4v2; J = 2u? sen®0 — 2v2 cos? 0.

Resultado: ¢ = (—usen#, vcosb, 0); h, =

— Resolucién en el Apéndice E, p. 94.

Ejercicio propuesto 2B.6.6
Adaptado de: 2° final 2025-2, tipo A, problema 3.

Determine si el campo, expresado en coordenadas cilindricas, F(r, 0, z) = (rzz + g sen 9) e+

2

(rcosf)éy — %rz é, es solenoidal.

Resultado: V - F = 0: si es solenoidal.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 94.
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9. Derivadas hiperbélicas. (cost)’ = —sent, pero (cosht)” = +senht.
10. Angulo entre curva y superficie. Se usa el seno. Si el producto punto es cero, el
angulo es 0 (curva tangente), no 90°.

2A.8 Formulario de emergencia de la unidad

L P A PP e
n T = — . =BxT.
Pl
=7 ” ” *”/
r’xr r’xr
" K= “—' p— - centro de curvaturaP+pN T= % , con signo.
|r/|3 |r ><r.//|2
= Frenet-Serret: T/ = KN, N’ =—«T + 7B, B’ = —tN (derivadas respecto a s).
-3 v xd .
LT S L.L R NP N S
vl vl

» Planos: osculador L B - normal 1 T - rectificante 1 N.
" §= j [F’|dt; con s como pardmetro, T = d7/ds.

0 - angulo sena =

ﬁp x R, o VF - tangencia 7’ - N = —
|V ||N|

= Superficie: N =
interseccion: direccion Ny x Nj.
= Recta: x = 0 - curva plana: 7 = 0.

2A.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Encuentra f, y escribe la comprobacion de las tres coordenadas.

2. Deriva cont y anota 7’(ty), 7" (ty) y, si hay torsion, 7" (t,).

3. Calcula [F’| y ¥/ x 7”; comprueba el producto cruz con dos productos punto iguales a
cero.

4. Escribe cada férmula antes de sustituir: k (cubo) 7 (cuadrado, con signo), ar, ay.

Da T, N, B como vectores unitarios, con N = Bx T.

6. Para un plano, vector normal correcto y punto de la curva. Resultado exacto y recua-
drado.

Si no se encuentra el camino, escribe £, con su comprobacién, 7’ (t)) y 7 (t), T con nume-

ros, el determinante de 7’ x 7" planteado y la formula de x sustituida. El planteamiento

correcto también cuenta.

i
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= ) el rotacional del campo F=w é, +ué, +ve, expresado en el sistema UVW.
Resolucion.
1. Forma directa y lineal: los vectores base son las columnas de coeficientes, 7, = (2, -2, 1),
7, =(21,-2),7%,=(1,22).
2. a)F, /,=4-2-2=0,1,-%,=2—4+2=0,F, %, = 2+ 2 — 4 = 0: ortogonal.
3. b)h, = h, = h,, =&+ 4 + 1 = 3. Comprobacién: J = 27 = 33.
. 36, 36, 36,
4. c)Vszz— dy 9y Oyl
7 3w 3u  3v
5. Componente é,: = [ 2,(3v) —9,,(3w)] =
6. Componente é,: —

7. Componente éw

Resultado: ortogonal h,=h,=h, =3;VxF= % (e, + &, +é,).

Ejercicio 2B.5.8 - Divergencia y rotacional en cilindricas

Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 3.

Sea F(x, V,2) =xzl+yz]+xy k. Obtenga su divergencia y su rotacional en coordenadas
cilindricas.

Resolucién.

1. Componentes cilindricas: F, = xzcos0 + yzsen = rz; Fy = —xzsenf + yzcos0 = 0;
E, = xy=r’senfcosf = %rz sen 20.

1f’(”)+0+o_ Z _ 9z,

HF JF,
1 —gzlrzcoszﬁzrcoszﬁ

. Divergencia:

. Rotacional, component;:Fer T30 %

=r—rsen26.
o
a(ng) 19_Fr
or a0 R .
. Comprobacién en cartesianas: V- F = z+2z4+0=2zyVxF = (x—y, x—y, 0), cuyas
componentes cilindricas son (x — y)(cos 6 + sen ) = r cos 20 y (x — y)(cos 6 —sen0) =
r(1 — sen 20).

Resultado: V- F = 2z y VX F=rcos20 é +r(1—sen20)é.

dF,
Componente ég: —+ az

. Componente é,: - " [ =0.

=S, BTN S N

Ejercicio 2B.5.9 - Laplaciano en un sistema curvilineo
Adaptado de: 1er final 2017-1, tipo A, problema 3.

Sea el sistema coordenado curvilineo ortogonal definido por x = u?+v%, y = u? =%,z = w.

Utilice este sistema para calcular el laplaciano de la funcion escalar f(u,v) = u? + v*.
Resolucion.

1. 7, = (2u,2u,0), 7, = (2v,—2v,0), i, = (0,0, 1); los productos punto son cero.
2. Conu,v > 0: hy, = 2J2u, h, = 2J2v, h,, = 1, y hyh,h,, = 8uv.

h,h,, o h,h,, 0
3. W—f = Zv4u3:4u‘2vyu—f =% 408 = an.
h, ou u h, ov v
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Jacobiano.
x,y X, Xy (x,y,Z) detlr 7 7
] = N —_ = t
]< u, v) Yu W Nww) = a7 7l
= Reciproco: ](%) = (}CY) . Por eso nunca hace falta despejar: se deriva lo que se
. J(2

tiene y, si se pide el otro, se invierte.

» Existencia de la inversa: donde J # 0 la transformacién tiene inversa local. Los
puntos donde J = 0 son puntos singulares (en polares, el origen r = 0).

= Signo: intercambiar el orden de dos variables cambia el signo de J. En areas y volumenes
seusa|J|: dAy, = ‘](%)‘dudv.

= Comprobacion: en un sistema ortogonal, | J| = hy h,, h,,.

Sistemas usuales.

Sistema Transformaciéon Factores de escala |7l
Polares (r, 6) x =rcosf,y =rsenf h.=1hy=r

Cilindricas las de polaresy z = z h,=1hg=r,

(r.6.2) h, =1

Esféricas x=psengcost,y = psengsent, h,=1, p?sen¢
(p.0.9) 2= peosd hg = pseng, hy = p

En esféricas, ¢ es el angulo medido desde el eje z positivo. En cilindricas, é =
(cos 0, sen6, 0), & = (—senb, cos0, 0), é, = k, de donde

F, = Fycos0 + F, sen0, Fg = —Fysen0 + F, cos 0, F,=F,

Componentes de un vector en la base curvilinea. Si el sistema es ortogonal, d = a,, é, +
a, é,+a, é, cona, = a-é,,a, = a-é,,a, = d-¢,.Enparticular,i = (i-¢,) &,+(-¢,) é,+(1-é,,) &,
los coeficientes son las primeras componentes de cada é.

R
Operadores en coordenadas curvilineas ortogonales. Con F = F, é, + F, é, + F,, €,

19f, +1r9f +16f

Vf =
f= h u bu h, ov % h,, ow Gw
V. Fo [B(h vhwFEy) a(h h FV) 8(h h Fw)
hy, h A, ov
) hée hé, e,
VxF= g, 9 oy

b |y v bR hE

e L [2 (Bhe2l), o (hool) o (luhyl))
hhh ou h, oJu ov\ h, ov ow \ h,, ow

Orden de las coordenadas en el rotacional. La formula del determinante supone que
el orden (u, v, w) es dextrogiro, es decir, que el jacobiano d(x, y, z)/d(u, v, w) es positivo.
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Ejercicio 2B.5.3 - Forma directa y transformacién de un vector
Adaptado de: 2° extraordinario 2025-2, problema 3.

2

Sean las ecuaciones de transformacién x = u? —v?, y = 2uv.

= a) Demuestre que el sistema es ortogonal.

= b) Calcule los jacobianos ]( u’v) y ]( X’y>.

= ¢) Transforme el vector d@ = 2] a coordenadas curvilineas (u,v), conu > 0y v > 0.
Resolucion.

1. Forma directa: 7, = (2u, 2v) y 7, = (—2v, 2u).
2. a) 7, -1, = —4uv + 4uv = 0: ortogonal.

3. hy=h, = \/4u2 +4v2 = 2\/142 +v2,
4

2u  —2v, 1
xy) _ —a(? 42 - rfwv) = _
b) ](—u’v) 2w 2u 4(u® + v*), que coincide con h,h,; ]( x}y) D)
. (u,v) . (—=v,u)
5. ¢)é, = ——— = —

yé, = :
Ju +v2 Ju? +v2
6 ay=(0,2) 6 = —2Y ya,=(0,2) & = —24

Nu? +42 \/u2+v2.

L 2veé,+2ue
Resultado: ](%) = 4(u® +v?), ](%) ! Y Y

RO RN e

Ejercicio 2B.5.4 - Forma inversa no lineal

Adaptado de: ler extraordinario 2026-1, problema 2.

Sea el sistema curvilineo u = x? — y?, v = 2xy. Determine:
= a) si el sistema es ortogonal;

= b) los factores de escala hy, h,;

= ¢) los vectores ¢, ¢é,;

= d) el jacobiano ](%)

Resolucion.

1. Forma inversa: Vu = (2x, —2y) y Vv = (2y, 2x).

2. a)Vu-Vv = 4xy — 4xy = 0: ortogonal.

3. [Vu| = [Wv] = 2x2 + 2.

4. b)h, =h, = ——.
24x% + y?

5. )6, = -y o 0
o Jx% + 92 e \lx2+y2'
uv\ _ 2x —2y _ 2 2 Y\ _ 1
6. d) ](ry) = 2y 2% —4(x +y ), de donde ]<E) = 4(xz—+y2)

1

4u? + vz.

7. Enu,v:u® +v% = (2% — y5)? + 4x?y? = (x* + y?)?, asi que ](%) =

Comprobacioén: h,h, = 4(x2—1+y2) .
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Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento

«laplaciano», «funcién arménica» laplaciano 2B.3.7

2B.3 Procedimientos

2B.3.1 Forma directa: dan x(u, v, w)

1. Deriva cada componente: 7, = (X, Yy, 2,)s Ty» T+ Si la transformacion es lineal, los
vectores son las columnas de coeficientes.

2. Ortogonalidad: los tres productos punto. Si hay un parametro, iguala a cero y despeja.

3. h, = E“" con raiz.

N Tu
4. ¢, = —.
u hu
5. ]( zfé) = det[F, 7, F,,]. Si piden el otro, inviértelo.

6. Comprueba: |J| = h,h,h,, si es ortogonal.

2B.3.2 Forma inversa: dan u(x, y)

1. Gradientes: Vu = (uy,u,) y Vv = (v, ).
2. Ortogonalidad: Vu - Vv = 0.

1 « Vu
3. Sies ortogonal: h, = — (uno entre, conraiz) y é, = —.
g u Val ( )Y €y Va
4 ](ﬂ) =" ™| y el que casi siempre se pide es ](ﬂ) -1
" o\xy Ve Wl ye P P uy

7()

5. Si piden el resultado en u, v, busca una identidad: por ejemplo, u? + v = (x? + y?)%.

()

1. Escribe el producto punto distinto de cero y concluye «el sistema no es ortogonal».

2. El jacobiano se calcula igual.

3. Sipiden h o é: despeja la transformacién inversa, arma F(u, v) y usa by, = [f,| y é, = 7.,/ hy.
La féormula h, = 1/|Vu| no vale aqui.

4. No se proyectan vectores con productos punto: la base no es ortogonal.

6. Area de la imagen: A, = Ayy cuando el jacobiano es constante.

2B.3.3 Sistema no ortogonal

2B.3.4 Expresar un vector en la base curvilinea

1. Demuestra primero que el sistema es ortogonal.

2. Calcula é,,¢é,,é,,,.

3.a,=ad-é,a,=a-é,a, =d-é,,yescribe a = a,é, + a,é, + a,é,.
4. Parai,j,k: sus coeficientes son las componentes x, y y z de cada é.

2B.3.5 Gradiente

1. Calcula hy, h,, h,,.
2. Deriva f respecto a cada coordenada curvilinea.
3. Divide cada derivada entre su factor de escala y multiplica por su é.
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= a) la curvatura y la torsion de la curva;

= b) los vectores aceleracion tangencial y aceleracién normal.

Resolucion.

1. 2¢' = 2 = t, = 0. Comprobacién: cos0 =1y 0+3 =3.

2. 7' = (26, —sent, 3t%) = (2,0,0); 7" = (2¢/, —cost, 6t) = (2,—-1,0); 7" =
(2¢!, sent, 6) = (2,0,6).

3.7/ x7” =(2,0,0)x (2,-1,0) = (0, 0, (2)(-1) — (0)(2)) = (0,0,—2), con norma 2;
[F| =2.

4. a)k = 2_1

3
5. byay = 200 2(2,—1,0)

6. dy =d—dr = (2,—1,0) — (2,0,0) = (0,—1,0). Comprobacién: |dy| = % =1.

(0,0,-2)-(2,0,6) —12
rT= =
22 4
=2, asi que dr = 2T =(2,0,0).

= -3.

Resultado: k = i, T =—3;ar = 21y ay = —J. La torsion es negativa y asi se escribe.

Ejercicio 2A.5.5 - Curvatura y plano osculador

Adaptado de: ler extraordinario 2025-2, problema 2.
N R ~o 1 .
Seala curva 7(t) = ti+ In(t?) j + o k. Determine en el punto P (1, 0, %)

= a) la curvatura;
= b) la ecuacion cartesiana del plano osculador.
Resolucion.

1. x=t=1=t; = 1. Comprobacién: In1 =0y 1

N 2 1 1\ - 2 1
’r s _ =) F” = ——_ = —
2.7 = (1, : >=>(1,2, 2)iF _<0, 3 t3>=>(0, 2,1).

£ 22
3.7/ xF” = (2:1=(=3)(=2), =[1-1=0], 1-(~2) = 0) = (1,~1,-2), con norma /6.
4. |F'| = 1+4+i: %,asique|?’|3: %ﬁ
5. a)lc—&:E 2:iﬁzOQO&

T o121 21N7 T 147
6. b) Normal (1,-1,-2) por P: (x = 1) = (y —0) — 2 (z— l) =0.

2
814

Resultado: k = a7 plano osculador x — y — 2z = 0.

Ejercicio 2A.5.6 - Triedro y planos en el origen
Adaptado de: 1er extraordinario 2024-1, problema 2.
Sea la curva é(0) = O cos0i+0senfj + send k. Determine, en el origen de coordenadas,

los vectores del triedro movil f N R B y las ecuaciones cartesianas de los planos osculador,
normal y rectificante.

Resolucion.

1. En el origen, &, = 0.
2. ¢/ =(cos@—0senb, send + O cosb, cosd) = (1,0,1).

-

3. ¢” =(—2senf — O cosb, 2cosf —Osenb, —senb) = (0,2,0).
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Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y funcién potencial

Parametrizaciones que se usan.

Curva 7(t) Intervalo
Segmento de A a B A+t(B—A) 0<t<1
Circunferencia de radio R y centro (xg, ),  (xp + Rcost, yp + 0<t<2r

sentido antihorario
2 2

. X Yy
Elipse = + ) =1
Hélice

Grafica y = g(x)
Grafica x = g(y)

Rsent)

(acost, bsent)

(Rcost, Rsent, ct)

@, g®)
(g(®), 1)

segun el tramo

el que se
indique
de x4 a xg
de ysayp

Trabajo contra la gravedad. Para subir un cuerpo de peso w hay que aplicar F=wk,
que es conservativo con ¢ = wz. Por eso W = w Az, sin importar la forma del camino.

3.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento
Je f ds, «campo escalar», «masa deun  integral de linea de un 3.3.1
alambre» campo escalar
«trabajo», |- F-dr, Jo Pdx +Qdy, integral de un campo 333
«circulacién» vectorial: primero el
rotacional
«independiente de la trayectoria», campo conservativo 333y334
«funcién potencial», «diferencial
exacta»
«determine a, b, c para que sea constantes de un campo 335
conservativo (o irrotacional) y
solenoidal»
campo con é, €, €, 0 ép, é9, é¢ trabajo en coordenadas 3.3.6
curvilineas
«trayectoria cerrada», «una vuelta», #C curva cerrada 3.3.7
«peso», «sube», «contra la gravedad» trabajo contra la gravedad W =wAz
campo no conservativo sobre parametrizacion directa 3.3.2

segmentos, elipses o graficas

3.3 Procedimientos

3.3.1 Integral de linea de un campo escalar

1. Parametriza la curva: (t) y los limites de ¢ (véase la tabla de 3.1).
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Ejercicio 2A.5.9 - Curva tangente a una superficie

Adaptado de: ler extraordinario 2024-2, problema 2 (repetido en el 1er extraordinario 2025-1).

3
Demuestre que la curva C : 7(t) = (tz -2, % —3, cos(t — 2)) es tangente a la superficie

St x3+ 3%+ 2% — xyz = 0 en el punto Q(0, -1, 1).

Resolucion.

1. cost—2)=1y é — 2 =0dan ty = 2. Comprobacion: % —3 = —1.El punto esta en la
curva.

2. F(Q) =0+ (—-1)+1—0 = 0: el punto esta en la superficie.

2

3.7 = (% —iz, —sen(t — 2)) =7’(2) = (3,-1,0).
t

4. VF = (3x% — yz, 3y% — xz, 322 — xy) = VF(Q) = (1,3,3).

5. F/(2)-VF(Q)=3-3+0=0.

Resultado: la tangente a la curva es perpendicular a la normal de la superficie en un

punto comun: la curva es tangente a S en Q.

Ejercicio 2A.5.10 - Angulo entre una curva y una superficie
Adaptado de: 2° extraordinario 2025-1, problema 2.
Sean la superficie S : ﬁ(p, m) = (m+p)i+(m—p)j+ampkylarectaC : x =

t—2, y=—t—2, z= -8t Calcule el angulo de interseccién entre Sy C en el punto P
que corresponde a p = 1.

Resolucion.

1. Conp=1:m+1=t—2ym—1=—t—2 Sumando, 2m = —4,asiquem = -2yt = 1.

Comprobacién en z: 4(—2)(1) = —8 = —8(1). El punto es P(—1, -3, -8).
- Ry =(1,-1,4m) = (1,-1,-8) y Ry, = (1, 1,4p) = (1, 1,4).
P =(1,-1,-8)y?’ -N=4+12—-16=0.
.sena=0=a=0.

g W N

Resultado: @ = 0. La recta es tangente a S; de hecho esta contenida en ella, porque S es
z=x2 -y y(t—2)? - (t+2)* = -8t

2A.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucidn. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.2A.

Ejercicio propuesto 2A.6.1

Adaptado de: 2° final 2024-2, tipo A, problema 2.

Una particula se desplaza a lo largo de la trayectoria C : x =%, y = —t, z = —t%, donde
es el tiempo. Calcule los vectores aceleracion tangencial y aceleracién normal en el punto
P(1,-1,-1).

Resultado: dr = 5(16, —8,—16) y dy = %(2, 8,—2).
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. N = Ryx Ry = (-1)@) = (=8)(1), =[(1)(#) — (=8)(D)], (1N(1) = (-1)(D) = (4,-12,2).

Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y funcioén potencial

Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y
funcion potencial

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno calculara integrales de
linea de funciones vectoriales y las aplicara en la resolucién de problemas
fisicos y geométricos.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en los 35 examenes revisados, de 2016 a 2026. Casi siempre
es el problema 4 y vale de 15 a 20 puntos; en varios extraordinarios sale ademas
un problema aparte de «conservativo y solenoidal».

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.

= Ruta corta:
1. Lee la seccion 3.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 3.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 3.5 con crondémetro (15 min cada uno).

3.1 Conceptos y expresiones

Curva parametrizada. Una curva C se describe con una funcién vectorial 7(t) =
(x(@®), y(@), z(t)), a < t < b. El sentido de recorrido es el de t creciente: de A = F(a)
a B ="F(b). La curva es cerrada si A = B, y la integral se escribe §..

Integral de linea de un campo escalar. Suma los valores de f a lo largo de la curva,
con el elemento de longitud ds = [F/(¢)| dt:

b
[ fds:j FEO) POl dt
C a

No depende del sentido de recorrido. Con f = 1 da la longitud de la curva.

Integral de linea de un campo vectorial: el trabajo. Si F= (P,Q,R) es una fuerza, el
trabajo que realiza sobre una particula que recorre C es

b
w:J ﬁ-d?:J ﬁ(?(t))-?'(t)dtzj Pdx +Qdy + Rdz
C a C

Son las representaciones vectorial, paramétrica y diferencial del mismo niimero. Aqui

no aparece [F’|. Si F es un campo de velocidades y C es cerrada, la misma integral se llama

circulacion.

Propiedades.

= Si se invierte el sentido de recorrido, la integral de un campo vectorial cambia de signo:
[ F-di=—[.F-d.

» Si C esta formada por tramos Cy,Cs, ..., la integral es la suma de las integrales sobre
cada tramo.

= El valor no depende de la parametrizacion elegida, siempre que se respete el sentido.

45
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Ejercicio propuesto 2A.6.7
Adaptado de: 2° final 2018-1, tipo A, problema 2.
SealacurvaC : y=x, z=x? + y% Determine en el origen: a) los vectores del triedro

movil; b) la curvatura; ¢) las coordenadas del centro de la circunferencia de curvatura; d)
una ecuacion general del plano osculador.

A LL0) Ky 1A - (1L,-10), 1.
Resultado: T = " ,N =k B= N ; Kk = 2; centro (0, 0, 2), plano osculador

x—y=0.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 93.

Ejercicio propuesto 2A.6.8

Adaptado de: Guia de extraordinario de 1986, grupo 6, ejercicio 1.

Sea la superficie 7(s,t) = (25 + 3t)i + (=s + 2t) j + (2> — 3s) k. Obtenga la ecuacién del
plano tangente y de la recta normal a la superficie en el punto donde x = 1, y = —4.

Resultado: s = 2, ¢t = —1, punto (1, —4, —4); plano tangente 10x — y + 7z + 14 = 0; recta
S 2

-1 7"
— Resolucién en el Apéndice E, p. 93.

norma

Ejercicio propuesto 2A.6.9

Adaptado de: Guia de extraordinario de 1986, grupo 7, ejercicio 2.

Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva de interseccion de las superficies
x% + 9%+ 22 =49y x? + y? = 13 en el punto P(3,2,—6).

Resultado: x—j = yf_: z = —6.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 93.

2A.7 Errores frecuentes

Zm

1. Torsién sin signo. El numerador (¥’ x7”) - 7”” puede ser negativo, y entonces t < 0
(ejercicio 2A.5.4). No se le pone valor absoluto. Otro caso: ¥ = (4 cost, 3t, 4sent) en
t:OdaK:%yrz—%

2. Norma negativa. [v|, [f’ x7”’| y k nunca son negativos; si sale un signo menos, hay
un error.

3. Perder la notacion vectorial. «T = —sent + cost» es un numero, no un vector. Se
escribe siempre (_, _, ) oconi, j,lAc

4. ConfundirvconT.T =% v/ solo Comaden cuando la rapldez vale 1.

5. Orden del producto cruz. d x b=—bxa Seusa N =BxT:conT x B sale —N.

6. Evaluar demasiado pronto. Si se sustituye t; en 7 y luego se deriva, se deriva una
constante y todo da cero. Primero se deriva con t.

7. Evaluar demasiado tarde. Simplificar 7’ x 7’ con senos y cosenos antes de sustituir
es lento y propenso a errores. Se deriva, se evalia y se hace el producto cruz con
ndameros.

8. Potencias de las formulas. lllesva |7’ (al cubo) y 7 lleva [F* x7”|? (al cuadrado). En

la hélice del ejemplo 2A .4, x = 50 o % (eso es ay).
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Ejercicio propuesto 2B.6.7
Adaptado de: 2° final 2018-1, tipo A, problema 3.

Obtenga el laplaciano de la funcién f(x,y,z) = (x + y* + z2)°/2 en el punto B(1, 1,0).
Resultado: V2 f = 30 (x* + y% + z%)3/%; en B, 60V/2.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 94.

Ejercicio propuesto 2B.6.8
Adaptado de: Guia de extraordinario de 1986, ejemplo del tema III, inciso c.1.
Sean las ecuaciones de transformaciéon x = 2u + 6v, y = —4u + 3v. Obtenga la expresion

del gradiente de f(u,v) = 2u + v* referida al sistema x, y y evaltiela en el punto u = 1,
v=2.

Resultado: Vf = — si—

—> Resolucién en el Apendlce E, p. 95.

2B.7 Errores frecuentes
1. Direccidn del jacobiano. Con x(u,v) sale directo ](%); con u(x, y) sale ](%) y

se invierte. No se despeja.
2. hy % mezclados. En la forma directa h, = |f,,|; en la inversa ortogonal h,, = L Sien

[Vul

la forma inversa sale h = /10, falt6 el «uno entre».

3. Inversa no ortogonal. Si Vu - Vv # 0, la formula h,, = ﬁ no vale (ejercicio 2B.6.1: da
%, pero el valor correcto es %)

4. Olvidar la raiz. |(-1,3)| = V10, no 10.

5. Signo del jacobiano. | = —1—10 es valido: el signo depende del orden de las variables.

En areas, volmenes e integrales se usa | J|.

6. ¢ sin normalizar. é, = 7, /h,,. Si piden el «vector base» sin sombrero, es 7, sin dividir.

7. Proyectar sin demostrar ortogonalidad. Antes de escribir a, = @ - é, se escribe el
producto punto que vale cero.

8. Signo de la segunda componente del rotacional. V x F= (Ry—=Q)i—(Ry—P)j+
Ox—P) k. Por ejemplo, ¥ = (y% + 5yz, x —32%, x + y) tiene Vx¥ = (1+ 62)i+ (57 —
Dj+Q-2y— SZ)]AC.

9. Factores de escala en el rotacional. Arriba h;¢;, abajo ;F; y todo entre h,h,h,,.

10. Angulo de las esféricas. Confirma que ¢ se mide desde el eje z: entonces hg = p sen ¢
y |J| = p?sen ¢. Con el orden (p, 8, ) el jacobiano sale —p®sen ¢; con (p, ¢, 6), +p?sen .
Para el rotacional usa (p, ¢, 8): con el otro orden el resultado sale con el signo cambiado.

2B.8 Formulario de emergencia de la unidad
= Directa x(u,v): by = [f,], é, = 7,/ hy, ](%) = det[7, 7, ].
= Inversa ortogonal u(x, y): h, = 1/|Vul, é, = Vu/|Vul, ](%) = 1/](%)

= Ortogonal < productos punto nulos - ortogonal = |J| = h,h,h,,.
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Unidad 2 - Parte B - Funciones vectoriales: coordenadas
curvilineas, gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno utilizara e interpretara
las variaciones de una funcién vectorial de variable vectorial y las aplicara
para resolver problemas fisicos y geométricos en el sistema de referencia mas
conveniente.

Instrucciones de emergencia

» Frecuencia: aparece en 33 de los 35 exdmenes revisados, de 2016 a 2026. Casi
siempre es el problema 2 o el 3 y vale de 15 a 20 puntos.
» Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 2B.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 2B.4 tapando la resolucién.
3. Resuelve los ejercicios 2B.5 con crondémetro (15 min cada uno).

2B.1 Conceptos y expresiones

Coordenadas curvilineas. Un sistema de coordenadas (u, v, w) se define con ecuaciones

de transformacién. Pueden venir de dos formas:

= Forma directa: x = x(u, v, w), y = y(u,v,w), z = z(u, v, w). El vector de posicion es
Fu, v, w) = (x, y, 2).

= Forma inversa: u = u(x, y,z), v = v(x, y,2), w = w(x, y, 2).

Al fijar dos coordenadas y variar la tercera se obtiene una curva coordenada; al fijar

una sola, una superficie coordenada.

Vectores base, factores de escala y vectores unitarios.

s

= Vector base: 7, = Z—r tangente a la curva coordenada u (igual para vy w).
u

= Factor de escala: i, = |f,|. Mide cuénto se avanza en el espacio por cada unidad de u.
5

. T
= Vector unitario: é, = -=.
u
= Diferencial del vector de posicion: dF =7, du + 7, dv + 7, dw = h,dué, + h,dvé, +
h,, dweé,,.
Sistema ortogonal. El sistema es ortogonal si sus vectores base son perpendiculares
entre si:
7y Ty =0, Fy Ty =0, Ty hy=0
En la forma inversa, la condicion equivalente es Vu - Vv = Vu - Vw = Vv - Vw = 0. En un
sistema ortogonal, y solo en él:

_ 1 o= u
Y vl ‘vl

Si el sistema no es ortogonal, h, y é, se obtienen de la forma directa: se despejan x,y y se
usar,.

32

Unidad 2 - Parte B - Funciones vectoriales: coordenadas curvilineas, gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano

1 a(4u?v) . a(aunv?) _ Buv+8uv

4. Vf =
8uv du av Suv

=2

e+ +(x—y)?  xP+y?

4

5. Comprobacién: x + y = 2u’ y x —y = 2v%, asi que f =
laplacianoes 1+ 1 = 2.

Resultado: V2 f = 2,

, cuyo

Ejercicio 2B.5.10 - Sistema no ortogonal y region imagen

Adaptado de: ler extraordinario 2024-1, problema 3.

Sean la transformacion u = x% + y2, v = x* — 4y y la regién R del plano xy limitada por
x2—4y2 = 1,4yz—x2 :4,4x2+4y2 = lyxz+yz =4.

= a) Determine si el sistema uv es ortogonal.

= b) Dibuje la region R en el plano xy.

= ¢) Dibuje la region R’ del plano uv, imagen de R.

= d) Calcule el jacobiano J (%)

Resolucién.

1. a) Vu = (2x,2y) y Vv = (2x,—8y); Vu - Vv = 4x% — 16y?, que no es cero en general: el

sistema no es ortogonal.
2. b) R esté entre las circunferencias de radios % y 2y entre las hipérbolas x? — 4y? = 1

(abre hacia el eje x) y x? — 4y? = —4 (abre hacia el eje y). Por simetria basta el primer
cuadrante.
3. ¢) Las curvas frontera son u = i, u=4v=1yv = -4 Como x% = 4“,5j >0

y: = % > 0, la imagen ademas cumple —4u < v < u. R’ es la parte del rectangulo

}1 <u<4,—-4<v<1que queda dentro de esa cuiia.

3 2x 2y
4. d) ](%) = oy —8y‘ = —16xy — 4xy = —20x}y.
oy o __L i = @t -
5 ] ( u’v) 200y En el primer cuadrante, xy : (4u+v)(u—v).

Resultado: no ortogonal; ] (%) = ! - !

- 20xy - 4 J(du+v)(u—v)

en el primer cuadrante.

2B.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.2B.

Ejercicio propuesto 2B.6.1

Adaptado de: 2° final 2025-1, tipo A, problema 3.

Sea la transformacion u = x—2y, v = x+2y. Determine: a) si el sistema (u, v) es ortogonal;
b) el jacobiano J (%) ¢) las ecuaciones de la transformacion inversa; d) los factores de

escala hy, h,; €) los vectores €, €,.
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Si es negativo, el rotacional sale con el signo cambiado: divide entre el jacobiano con
su signo o reordena las coordenadas. En esféricas usa el orden (p, ¢,0); con (p, 0, ¢) el
jacobiano vale —p?sen ¢.

En cilindricas:

-~ 10(F oFy OF ) ?Pf 2
V.F:lg+l_9+_z’ vzf:li(r_f>+l_f+_f
roor rod oz ror\ or r2 902 = 922
> JF, oF JoF, oF, o(rF, JoF,
VxF:(l_z__9>ér (_r__z>ée+l( ( 9)__r>éz
r 00 0z 0z or r or 20

d
En esféricas, para una funcién que solo depende de p: V2 f = Lz 4 (pz—f>.
p?dp\" dp

En cartesianas, con F= (P,Q,R):

v'ﬁ = Px""Qy""Rz’ Vxﬁ = (Ry_Qz) i_(Rx_Pz)j+(Qx_Py) ic) vzf = fxx+fyy+fzz

Interpretacion fisica.

= La divergencia es el flujo neto que sale por unidad de volumen: positiva en una fuente,
negativa en un sumidero. Si V - F= 0, el campo es solenoidal.

= FEl rotacional mide la tendencia del campo a hacer girar; su componente en una
direccion es la circulacién por unidad de area. Si V x F = 0, el campo es irrotacional.

= Ellaplaciano es V2 f = V- (Vf). Una funcién con V2 f = 0 es arménica.

Propiedades del operador nabla. Vx (Vf) =0 - V-(VxF)=0- V-(ff) = vf~F+fv~F“

~Vx(fﬁ)zvfxﬁ+fv><f.

2B.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento
«Xx = ..., y = ... en funcién de u, v»: ortogonal, forma directa 2B.3.1
h, €, jacobiano

«u = ..., v =... en funcion de x, y»: ortogonal, forma inversa 2B.3.2
h, é, jacobiano

«determine si es ortogonal» y el producto sistema no 2B.3.3
punto no es cero ortogonal

«valor de a para que la transformacion sea ortogonalidad con ~ 2B.3.1
ortogonal» un parametro

«area de la imagen de la region», «dibuje la jacobiano y regién ~ 2B.3.2
region R »

«transformar el vector», «expresar i, A,ic en componentes enla  2B.3.4
términos de é,, é,, é,,» base nueva

«gradiente de f(u,v) expresado en el sistema»  gradiente 2B.3.5
«divergencia», «rotacional» en cilindricas o en  divergencia y 2B.3.6
el sistema UVW;; «;es solenoidal?» rotacional
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1. ](ﬂ) - 1 - 1
2x2+y?” T \wy 4(x% + y2) aJu + 2

Resultado: ortogonal; h, = h, = .Esla

inversa de la transformacion del ejercicio 2B.5.3.
Ejercicio 2B.5.5 - Parametro que hace ortogonal al sistema
Adaptado de: 2° extraordinario 2018-1, tipo A, problema 2.

Sea la transformacién x = 2u® + 2, y= u? +av?, z = 3w.

= a) Determine el valor de a para que la transformacion sea ortogonal.
= b) Exprese los vectores i, j, k en términos de los vectores base €, é,, é,,.

Resolucion.

1. Forma directa: 7, = (4u, 2u, 0), 7, = (2v, 2av, 0),7, = (0,0,3).

2. Fy -ty =0yF, F, = 0para todo a.

3.a)F FHh=8uw+4dauv=4uv(2+a)=0=a=-2.

4. Cona=—-2yuv>0:h, =16u? + 4u? = 24/5u, h, = V4% + 16v2 = 2J/5v, h,, = 3.
s (210) 4 _ (1,-20) 4 _ 3

5. ¢, = L6, === ¢6,=k.

6. b) Los coeficientes de i son las primeras componentes de cada é, y asi sucesivamente.

26,+é é,—2é, »
Resultado: a = —2;i = —*~ V,j =Xz Y k= é,, (para u,v > 0). Comprobacion:
V5 V5

|J| = 60uv = h,h,h,,.

Ejercicio 2B.5.6 - Gradiente en un sistema UVW

Adaptado de: 3er extraordinario 2024-1, problema 2 (repetido en el 2° final 2024-1, tipo A).

Sea el sistema UVW definido por x = u — v, y = u + v, z = w. Determine:

= a) si el sistema es ortogonal;

= b) los vectores é,,¢€,,¢é,,;

= ¢) el gradiente del campo ¢(u, v, w) = v2u? — V2v? + 2w? expresado en el sistema
Uvw.

Resolucion.
1. Forma directa: 7, = (1,1,0), 7, = (-1,1,0), 7, = (0,0, 1).
2. a)f, K=-1+1=0,%,-%, =0yF, F, = 0: ortogonal.
3. hy, =2,h, =2, h, = 1.
5 =L 6 = L(— 6 =k
4. b)e, = ﬁ(l’ 1,0), &, \/E( 1,1,0), ¢, =k.
5. ¢) gy = 242U, ¢, = =22 v, ¢,, = 4w. Cada una se divide entre su factor de escala.

Resultado: Vg = 2ué, — 2ve, + 4wé,,.

Ejercicio 2B.5.7 - Rotacional en un sistema lineal

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-1, problema 3.

El sistema UVW esta definido por x = 2u+2v+w,y = =2u+v+ 2w,z = u — 2v + 2w.
Determine:

= a) si el sistema es ortogonal;
= b) los factores de escala hy, h,, h,,;
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2B.3.6 Divergencia y rotacional

1. Si el campo viene en cartesianas y lo piden en cilindricas, obtén
formulas de 2B.1 y sustituye x = rcos @, y = r sen0.
2. Escribe la féormula general con los h del sistema.

F,, Fg y F, con las

3. En el rotacional: comprueba que el orden (u, v, w) da jacobiano positivo (en esféricas,
(p, ¢, 0)); arriba h;é;, abajo h;F;, todo dividido entre h,h,h,,. Desarrolla término a término,

con el signo menos de la segunda componente.
4. Solenoidal: divergencia igual a cero. Irrotacional: rotacional igual al vector cero.

2B.3.7 Laplaciano

1. Identifica el sistema mas comodo: si f depende de x? + y? + 22, usa esféricas; si depende
de x? + yz, cilindricas; si viene dada en (u, v, w), el sistema dado.

2. Calcula los h y escribe la féormula general.

3. Deriva desde adentro hacia afuera y simplifica.

4. Sipiden el valor en un punto, sustituye al final.

2B.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: 1er final 2024-1, tipo A, problema 3.

Sea el sistema de coordenadas curvilineas definido por u = —x + 3y, v = 3x + y.
Determine:

= a) si el sistema (u, v) es ortogonal;

= b) los vectores unitarios é,, é,;

= ¢) los factores de escala hy, h,;
. . X,

= d) el jacobiano ](ﬁ:)

Datos: forma inversa (u y v en funcién de x y y).

Planteamiento. Se trabaja con los gradientes vy, al final, se invierte el jacobiano. No

se despeja nada.

Resolucion.

1. Vu=(-1,3)yVw=(3 1).

2. a) Vu- Vv = (—1)(3) + (3)(1) = 0: el sistema si es ortogonal.
3. [Vul = V1+9 = V0 y [Vv| = V9 + 1 = V0.
4 D) —1+3] . 3i+]

é, = é, = —.

u o ly 710
5. ¢)h,=h, = —

Tio’

uyv _1 3

o J(2)=13 - cow-e =1

7 ()= 4=

8. Comprobacioén: h,h, = 11—0 = |]|
(-13) 5 _ G Coa(xy\ 1
vio >V r’h =hv \/ﬁ’](u,v)_ 10°

Las transformaciones lineales de los examenes recientes se resuelven con

Resultado: ortogonal; ¢, =

o>
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pura aritmética: las derivadas son los coeficientes. Lo tinico que hay que
decidir es si se dieron x(u,v) o u(x, y).
2B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2B.5.1 - Transformacion lineal inversa

Adaptado de: ler final 2025-1, tipo A, problema 3.

Sea el sistema u = x — 3y, v = V3 x + y. Determine si es ortogonal, los vectores é,,é,,
los factores de escala hy, h,, y el jacobiano ](%)

Resolucién.

1. Forma inversa: Vu = (1, —/3), Vv = (+/3,1).

2. Vu-Vv = \f J3=0: ortogonal.

3. |Vu|:| =J1+3=2,asiqueh, =h, :%.
1 V31

wo=(3-%)ve = (23)

5. Z—; :’\B _1 ‘:1+3:4,dedonde](%):iComprobacién:%-%:l

1o (xyy_1
hV_Z’]<u,v) 4’

Ejercicio 2B.5.2 - Area de la region imagen

Resultado: ortogonal; h, =

Adaptado de: ler final 2025-2, tipo A, problema 3.

Sea la transformacién u = 4x + 8y + 1, v = y — 2x, y sea Ry, una regién del plano XY de
4rea 5 [u?]. Determine:

= a) si el sistema (u, v) es ortogonal;

= D) los vectores €, é, y los factores de escala hy, h,;

= ¢) el jacobiano ]( v)

= d) el drea de la region R, imagen de Ry, bajo la transformacién.

Resolucion.

1. Vu=(4,8)yVw=(-21).
2. a)Vu-Vv =—8+ 8 = 0: ortogonal.

3. b) [Vu| = V80 = 4y/5 y [Vv| = /5. Entonces é, = (1_4;) é, = (_Jzél),hu = ﬁE = ‘Z/—E y
h _ 1 _ 5
V=5 50

4. ¢) ](3—”) - _42 ?‘ =4 416 = 20, de donde ](%) =L

5. d) Cada elemento de area se multiplica por =20: Ay, =205 = 100.

155l

R L B - 2
ol R 5,]_20,areadeRuv—100u.

Resultado: ortogonal; h,,
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